
2003年全国硕士研究生入学考试（数学二）试题及答案解析
1、 填空题（本题共6小题，每小题4分，满分24分. 把答案填在题中横线上）

（1） 若
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是等价无穷小，则a=       -4      .

【分析】 根据等价无穷小量的定义，相当于已知
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，反过来求a. 注意在计算过程中应尽可能地应用无穷小量的等价代换进行化简.

【详解】  当
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于是，根据题设有  
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，故a=-4.

【评注】  本题属常规题型.

（2） 设函数y=f(x)由方程
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所确定，则曲线y=f(x)在点(1,1)处的切线方程是       x-y=0      .

【分析】 先求出在点(1,1)处的导数，然后利用点斜式写出切线方程即可.

【详解】  等式
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两边直接对x求导，得
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将x=1,y=1代入上式，有 
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 故过点(1,1)处的切线方程为
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【评注】  本题属常规题型，综合考查了隐函数求导与求切线方程两个知识点.

（3） 
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的麦克劳林公式中
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【分析】 本题相当于先求y=f(x)在点x=0处的n阶导数值
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【详解】  因为 
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【评注】  本题属常规题型，在一般教材中都可找到答案.

（4） 设曲线的极坐标方程为
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 ，则该曲线上相应于
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的一段弧与极轴所围成的图形的面积为  
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【分析】  利用极坐标下的面积计算公式
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【详解】  所求面积为
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【评注】 本题考查极坐标下平面图形的面积计算，也可化为参数方程求面积，但计算过程比较复杂.

（5） 设
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为3维列向量，
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【分析】  本题的关键是矩阵
[image: image40.wmf]T

aa

的秩为1，必可分解为一列乘一行的形式，而行向量一般可选第一行（或任一非零行），列向量的元素则为各行与选定行的倍数构成.

【详解】  由
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【评注】 一般地，若n阶矩阵A的秩为1，则必有
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（6） 设三阶方阵A,B满足
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【分析】  先化简分解出矩阵B，再取行列式即可.

【详解】  由
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易知矩阵A+E可逆，于是有      
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再两边取行列式，得    
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【评注】 本题属基本题型，综合考查了矩阵运算与方阵的行列式，此类问题一般都应先化简再计算.

二、选择题（本题共6小题，每小题4分，满分24分. 每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（1）设
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(C)  极限
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【分析】 本题考查极限概念，极限值与数列前面有限项的大小无关，可立即排除(A),(B)； 而极限
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【详解】 用举反例法，取
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，则可立即排除(A),(B),(C)，因此正确选项为(D).
【评注】 对于不便直接证明的问题，经常可考虑用反例，通过排除法找到正确选项.

（2）设
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【分析】 先用换元法计算积分，再求极限.
【详解】 因为 
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【评注】 本题属常规题型，综合考查了定积分计算与求数列的极限两个知识点，但定积分和数列极限的计算均是最基础的问题，一般教材中均可找到其计算方法. 
（3）已知
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【分析】 将
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【详解】将
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令 lnx=u，有  
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 应选(A).

    【评注】 本题巧妙地将微分方程的解与求函数关系结合起来，具有一定的综合性，但问题本身并不复杂，只要仔细计算应该可以找到正确选项.
（4）设函数f(x)在
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内连续，其导函数的图形如图所示，则f(x)有

(A)  一个极小值点和两个极大值点.   
(B)  两个极小值点和一个极大值点.     
(C)  两个极小值点和两个极大值点.

(D)  三个极小值点和一个极大值点.                                  [   C  ]

                          y

 


                  O                 x

  【分析】 答案与极值点个数有关，而可能的极值点应是导数为零或导数不存在的点，共4个，是极大值点还是极小值可进一步由取极值的第一或第二充分条件判定.

【详解】 根据导函数的图形可知，一阶导数为零的点有3个，而 x=0 则是导数不存在的点. 三个一阶导数为零的点左右两侧导数符号不一致，必为极值点，且两个极小值点，一个极大值点；在x=0左侧一阶导数为正，右侧一阶导数为负，可见x=0为极大值点，故f(x)共有两个极小值点和两个极大值点，应选(C).
【评注】 本题属新题型，类似考题2001年数学一、二中曾出现过，当时考查的是已知f(x)的图象去推导
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【分析】 直接计算
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【详解】 因为当 x>0 时，有tanx>x，于是 
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【评注】 本题没有必要去证明
[image: image117.wmf]1

1

<

I

，因为用排除法，(A),(C),(D)均不正确，剩下的(B) 一定为正确选项. 
（6）设向量组I：
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   (A) 当
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【分析】 本题为一般教材上均有的比较两组向量个数的定理：若向量组I：
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【详解】 用排除法：如
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【评注】 本题将一已知定理改造成选择题，如果考生熟知此定理应该可直接找到答案，若记不清楚，也可通过构造适当的反例找到正确选项.

三 、（本题满分10分）

设函数 
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问a为何值时，f(x)在x=0处连续；a为何值时，x=0是f(x)的可去间断点？

【分析】 分段函数在分段点x=0连续，要求既是左连续又是右连续，即
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【详解】  
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当a=-2时，
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【评注】 本题为基本题型，考查了极限、连续与间断等多个知识点，其中左右极限的计算有一定难度，在计算过程中应尽量利用无穷小量的等价代换进行简化.

四 、（本题满分9分）

   设函数y=y(x)由参数方程
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【分析】 本题为参数方程求二阶导数，按参数方程求导的公式进行计算即可. 注意当x=9 时，可相应地确定参数t的取值.

【详解】由
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当x=9时，由
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五 、（本题满分9分）

   计算不定积分 
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【分析】 被积函数含有根号
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【详解】 设
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【评注】本题也可用分布积分法：
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本题的关键是含有反三角函数，作代换
[image: image184.wmf]t
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六 、（本题满分12分）

   设函数y=y(x)在
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(1)  试将x=x(y)所满足的微分方程
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变换为y=y(x)满足的微分方程；

(2) 求变换后的微分方程满足初始条件
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【分析】 将
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然后再代入原方程化简即可.

【详解】 (1) 由反函数的求导公式知 
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代入原微分方程得
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(2) 方程( * )所对应的齐次方程
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【评注】 本题的核心是第一步方程变换.

七 、（本题满分12分）

 讨论曲线
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【分析】 问题等价于讨论方程
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有几个不同的实根. 本题相当于一函数作图题，通过单调性、极值的讨论即可确定实根的个数（与x轴交点的个数）.

【详解】 设
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当k<4，即4-k>0时，
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当 k=4，即4-k=0时，
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【评注】 讨论曲线与坐标轴的交点，在构造辅助函数时，应尽量将待分析的参数分离开来，使得求导后不含参数，便于求驻点坐标.

八 、（本题满分12分）

   设位于第一象限的曲线y=f(x)过点
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(1) 求曲线 y=f(x)的方程；

(2) 已知曲线y=sinx在
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表示曲线y=f(x)的弧长s.

【分析】 (1) 先求出法线方程与交点坐标Q，再由题设线段PQ被x轴平分，可转化为微分方程，求解此微分方程即可得曲线y=f(x)的方程. (2)  将曲线 y=f(x) 化为参数方程，再利用弧长公式
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【详解】 (1) 曲线y=f(x)在点P(x,y)处的法线方程为
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知C=1，故曲线y=f(x)的方程为
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(2)  曲线y=sinx在[0，
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曲线y=f(x)的参数方程为
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【评注】 注意只在第一象限考虑曲线y=f(x)的弧长，所以积分限应从0到
[image: image252.wmf]2
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，而不是从0到
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九 、（本题满分10分）
有一平底容器，其内侧壁是由曲线
[image: image254.wmf])
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轴旋转而成的旋转曲面（如图），容器的底面圆的半径为2 m. 

根据设计要求，当以
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的速率向容器内注入液体时，

液面的面积将以
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的速率均匀扩大（假设注入液体前，           

容器内无液体）.

(1) 根据t时刻液面的面积，写出t与
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之间的关系式；

(2) 求曲线
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的方程.

(注：m表示长度单位米，min表示时间单位分.)

【分析】 液面的面积将以
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的速率均匀扩大，因此t时刻液面面积应为：
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，而液面为圆，其面积可直接计算出来，由此可导出t与
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之间的关系式；又液体的体积可根据旋转体的体积公式用定积分计算，已知t时刻的液体体积为3t，它们之间也可建立积分关系式，求导后转化为微分方程求解即可.

【详解】 (1) 设在t时刻，液面的高度为y，则由题设知此时液面的面积为
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 (2) 液面的高度为y时，液体的体积为
[image: image264.wmf].

12

)

(

3

3

)

(

0

2

2

-

=

=

ò

y

t

du

u

y

j

j

p


上式两边对y求导，得
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解此微分方程，得
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故所求曲线方程为
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【评注】 作为应用题，本题比较好地综合考查了定积分在几何上的应用与微分方程的求解.

十 、（本题满分10分）

设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续，在开区间(a,b)内可导，且
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(1) 在(a,b)内f(x)>0;

(2) 在(a,b)内存在点
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【分析】 (1) 由
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(2) 设F(x)=
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(3) 因
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【评注】 证明(3)，关键是用（2）的结论：
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 EMBED Equation.3  [image: image297.wmf]Û
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可见对f(x)在区间
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上应用拉格朗日中值定理即可.

十 一、（本题满分10分）

若矩阵
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    【分析】 已知A相似于对角矩阵，应先求出A的特征值，再根据特征值的重数与线性无关特征向量的个数相同，转化为特征矩阵的秩，进而确定参数a. 至于求P，则是常识问题.

【详解】 矩阵A的特征多项式为
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故A的特征值为
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由于A相似于对角矩阵
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于是对应于
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解方程组
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十二 、（本题满分8分）

已知平面上三条不同直线的方程分别为
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试证这三条直线交于一点的充分必要条件为
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【分析】 三条直线相交于一点，相当于对应线性方程组有唯一解，进而转化为系数矩阵与增广矩阵的秩均为2.

【详解】 方法一：必要性

设三条直线
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有唯一解，故系数矩阵
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但根据题设 
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充分性：由
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故秩(A)=2. 于是，

           秩(A)=秩
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    因此方程组(*)有唯一解，即三直线
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方法二：必要性

设三直线交于一点
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但根据题设 
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充分性：考虑线性方程组
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将方程组(*)的三个方程相加，并由a+b+c=0可知，方程组(*)等价于方程组
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因为  
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故方程组(* *)有唯一解，所以方程组(*)有唯一解，即三直线
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【评注】本题将三条直线的位置关系转化为方程组的解的判定，而解的判定问题又可转化为矩阵的秩计算，进而转化为行列式的计算，综合考查了多个知识点.[image: image359.emf] 
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